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Anotace

Dı́lna prakticky navazuje na předcházej́ıćı přednášku: Matematika v žonglováńı,
žonglováńı s matematikou, která je ve formě videozáznamu k dohledáńı na webu
konference, nebo na webové adrese: https://youtu.be/dJpWL3bd-2E. Během d́ılny
se účastńıci učili žonglovat základńı kaskádu se třemi mı́čky a taky se pokoušeli
sestrojit složitěǰśı žonglérské triky na základě matematické teorie.

Potřebné pomůcky

Žonglovat se dá v podstatě s č́ımkoliv, vhodné jsou zejména žonglérské mı́čky běžně
dostupné v obchodech s žonglérským náčińım, př́ıpadně svépomoćı vytvořeny z na-
fukovaćıch balón̊u, nebo tenisových mı́čk̊u naplněných rýž́ı, či např. prosem. Pro
matematický podklad je potřebná pak už jen tužka a paṕır.

Jak na to

Kombinovaná d́ılna má za ćıl spojit jak tělesnou aktivitu — žonglováńı, tak i čistě te-
oretickou složku — vymýšleńı trik̊u za pomoci matematického popisu. Oboje zpočátku
vyžaduje velké soustředěńı a zejména od praktického žonglováńı je vhodné si několikrát
odpočinout mı́sto úmorného opakováńı stejného triku. Protože žonglováńı vyžaduje,
mimo singularit, zejména pohyb a jak vizuálńı, tak hmatové vjemy, je tedy k němu
ideálńı osobńı instruktáž. Marně totiž budete hmatat ṕısmenka na paṕıru. Uved’me
si jen několik obecných tip̊u jak zač́ıt a na co si ze zkušenosti dávat pozor, jak u
sebe, tak když to někoho uč́ıme.

1. Háźıme jeden mı́ček z jedné ruky do druhé. Důležité je stát, ne sedět ani se
oṕırat a nemı́t žádný batoh na zádech. Mı́ček opisuje trajektorii

”
obloučku“ při



vyhazováńı z obou ruk, vrchol obloučku je ve výši oč́ı, nebo těsně nad hlavou,
ruce jsou spuštěny v ramenech a loktech, d̊uležitý je sṕı̌s pohyb předlokt́ı, než
dlaně a zápěst́ı. Pohyb předlokt́ı by měl vytvářet nejmı́ň pravý úhel v loktech
(t.j. mezi 90o a 180o pro vystřenou ruku). Tyto zásady je vhodné se učit hned,
protože při složitěǰśıch pohybech na ně při soustředeńı obyčejně nezbyde v
hlavě čas a prostor.

2. Háźıme dva mı́čky do obloučk̊u. Ruce se stř́ıdaj́ı, obyčejně začneme silněǰśı ru-
kou, když je mı́ček téměř ve vrcholu obloučku, vyhod́ıme (pod prvńı mı́ček)
druhý mı́ček z druhé ruky do obloučku, když mı́čky postupně dopadnou, za-
stav́ıme a opakujeme (zač́ınaj́ıćı silněǰśı ruku je dobré měnit, častokrát má
slabš́ı ruka menš́ı fixaci na přednaučené pohyby a uč́ı se tedy rychleji). Základńı
problém je obyčejně posouváńı, resp. přechytáváńı druhého mı́čku, což by
obyčejně nevedlo k v́ıtězné a zasloužené kaskádě na závěr.

3. Háźıme dva mı́čky do obloučk̊u a plácáme se po stehnech. Protože se chceme
naučit žonglovat se třemi mı́čky a zat́ım máme jenom dva, je vhodné si třet́ı hod
nějak vynahradit. K tomu nám pomůže plácnut́ı se po stehně. Háźıme postupně
oblouček z prvńı ruky, když je mı́ček téměř navrchu, tak oblouček z druhé ruky,
když je téměř navrchu (prvńı mı́ček je pořád před dopadem), tak prvńı rukou
plácneme po prvńım stehnu. Zaposloucháme-li se do posledńı věty, tak celkový
zvuk by měl být HOP-HOP-BUM, kde HOP je definováno jako hod mı́čku a
BUM jako plácnut́ı. Typický problém vzniká při nesprávné záměně vyhozeńı
druhého mı́čku a plácnut́ı a zńı HOP-BUM-HOP. Po zvládnut́ı přehozeńı z
obou stran neńı nutné dále zastavovat a lze pokračovat bez zastaveńı z obou
stran.

4. Přehozeńı tř́ı mı́čk̊u lze racionálně rozdělit na čtyři kroky. Dva mı́čky drž́ıme v
silněǰśı ruce, jeden v druhé ruce. Nultým krokem je pouhé postupné vyhozeńı
všech tř́ı mı́čk̊u a plat́ı př́ısný zákaz chytáńı. Háźıme postupně prvńı mı́ček ze
silněǰśı ruky, pak druhý mı́ček ze slabš́ı ruky a znovu třet́ı mı́ček ze silněǰśı.
Důležité je vzkutku hezky házet, protože když háźıme správně, pak je chytáńı
jednoduché. Ověřit správný rytmus a výšky házeńı si můžeme posloucháńım
jejich dopad̊u na zem. Obyčejně neńı nutné opakovat v́ıc než 3 krát a postupou-
pit k daľśımu kroku. Opět rozděĺıme mı́čky po 2 do silněǰśı ruky a jeden do
slabš́ı. Znovu postupně háźıme a tentokrát chyt́ıme posledńı hozený mı́ček (má
skončit ve slabš́ı ruce). Když se nám to povede, stejný postup opakujeme dále
a chytáme posledńı 2 mı́čky. Různobarevné mı́čky nám pomůžou ověřit jestli
jsou jejich pozice správné. Nakonec chyt́ıme všechny tři mı́čky. Dobré je taky
naučit se zač́ınat ze slabš́ı ruky — to častokrát pomůže, když se snaž́ıme v
házeńı pokračovat a nezastavovat.

5. Mezi typické problémy patř́ı házeńı př́ılǐs dopředu, které časem zmiźı. Na
začátku se bud’ přizp̊usob́ıme a budeme chodit dopředu, nebo se stač́ı posta-



vit ideálně před gauč, či postel, abychom se nemohli hýbat dopředu a zároveň
jsme mı́čky nemuseli tolik zdv́ıhat ze země. Důležité je dále mı́t ze žonglováńı
radost, správně dýchat (resp. nezapomı́nat dýchat, to se dá odfiltrovat např.
mluveńım), oddechovat, stř́ıdat triky a kdo chce, může zač́ıt poč́ıtat.

Zdá-li se nám žonglováńı někdy jako naprostý chaos, můžeme ho zkusit matema-
ticky popsat. Shrneme si jen základńı principy jednoho z takových popis̊u, detaily
najde zańıcený čtenář např́ıklad ve slovenštině v diplomové práci [2], ze které př́ımo
čerpáme, nebo anglicky v populárně-náučné knize [1]. Abychom popsali žonglérské
triky, je potřebné si nejdř́ıve stanovit limity tohoto popisu. V našem př́ıpadě nás
zaj́ımaj́ı trajektorie mı́čk̊u a zejména jejich pořad́ı při chytáńı. Vyhneme se tedy
většině atraktivńıch trik̊u jako je házeńı za zády, pod nohou a podobně. Taky nás
nebudou zaj́ımat r̊uzné pohyby rukou. Uvažujeme tedy, že ruce jsou ve dvou pevných
pozićıch v prostoru, doba mezi chyceńım a vyhozeńım mı́čku je nulová, ruce se pra-
videlně stř́ıdaj́ı do konstantńıho rytmu. Zdá se, že nám toho moc na vymýšleńı trik̊u
nezbylo, opak je však pravdou.

Budou nás zaj́ımat r̊uzné
”
výšky hod̊u“ mı́čk̊u, které se mohou vyskytovat v

jednotlivých trićıch, přičemž trikem budeme rozumět pravidelně se opakuj́ıćı po-
sloupnost hod̊u. Výšku ale nebudeme měřit pomoćı vzdálenosti, mı́sto toho budeme
o výšce mluvit jako o počtu úder̊u v čase od vyhozeńı až po jeho chyceńı. Např́ıklad
každý hod v klasické kaskádě se třemi mı́čky má t́ım pádem výšku 3. Hod o výšce 4
vyhozen z pravé ruky proĺıtá prvńım úderem (na řadě je levá ruka), druhým úderem
(pravá), třet́ım úderem (levá) a na čtvrtý úder dopadne zpátky do pravé ruky. Jed-
noduchým pozorováńım tedy je, že hody o lichých výškách dopadnou do druhé ruky
a hody o sudých výškach dopadnou do stejné ruky, jako je ruka vyhozeńı. Pokusme
se se ještě zformulovat vlastnost, která zameźı srážeńı mı́čk̊u v rukách: Na každý
úder je chycen a vyhozen nejvýše jeden mı́ček a když je nějaký mı́ček chycen, je
následně vyhozen (na ten samý úder). Doplńıme to ještě představou, že žonglér vždy
žongloval, pořád žongluje a nikdy neskonč́ı, a to jen proto, abychom se v popisu
netrápili zač́ınańım a ukončováńım žonglováńı.
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Obrázek 1: Graf kaskády se třemi mı́čky poč́ınaje úderem 0. Vrchńı řádek č́ısel
označuje údery a spodńı řádek výšky hod̊u.

Představme si ted’, že žonglér žongluje kaskádu se třemi mı́čky a kráč́ı vpřed podél
stěny. Trajektorie mı́čk̊u promı́tneme zboku kolmo na stěnu, č́ımž nám vznikne graf



žonglováńı (Obrázek 1). Oblouky v grafu jsou trajektorie mı́čk̊u a tečky označuj́ı
údery v čase. Pod́ıváme-li se na konstantně rozdělený čas na celoč́ıselné ose, můžeme
obráceně každému úderu b ∈ Z v čase přǐradit výšku ϑb ∈ N0 nějakého hodu. Pod-
statné je, aby dopady λb ∈ Z těchto hod̊u byly r̊uzné (t.j. dva mı́čky nedopadnou
ve stejnou dobu). Takové přǐrazeńı nazýváme žonglovaćı funkce, muśıme však dávat
pozor na to, aby splňovalo předpoklady našeho modelu žonglováńı. Všechno to shr-
neme do jedné precizńı definice: Necht’ je dána funkce ϑ : Z → N0, která všem
b ∈ Z přǐrad́ı výšku hodu ϑ(b). Dále definujme dopadovou funkci λ : Z→ Z tak, že
λ(b) = b + ϑ(b). Je-li λ permutaćı1 celých č́ısel, ř́ıkáme, že ϑ je žonglovaćı funkce a
nekonečná posloupnost:

. . . ϑ(−3)ϑ(−2)ϑ(−1)ϑ(0)ϑ(1)ϑ(2)ϑ(3) . . .

m̊uže být žonglována.
Pod́ıvejme se na jeden složitěǰśı př́ıklad opakuj́ıćı se posloupnosti 7441 a př́ıslušný

graf (Obrázek 2).
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Obrázek 2: Graf opakuj́ıćıho se triku s výškami hod̊u 7441 se čtyřmi mı́čky.

Omeźıme-li se jenom na opakuj́ıćı se posloupnost, která vytvář́ı žonglovaćı funkci,
nazveme ji žonglovaćı posloupnost, nebo siteswap. Zkoumáńı vlastnost́ı siteswap̊u se
dnes věnuj́ı hlavně matematikové žongléři v oblasti kombinatoriky a algebry. Uved’me
si jen jedno hezké pozorováńı, ale s netriviálńım d̊ukazem. Když nás totiž zaj́ımá
počet mı́čk̊u v dané posloupnosti, stač́ı si vypoč́ıtat jej́ı aritmetický pr̊uměr. Pro
posloupnost 7441 dostáváme počet mı́čk̊u 7+4+4+1

4
= 4, což můžeme taky ověřit

spoč́ıtáńım trajektoríı v grafu. Pozor, tato podmı́nka je nutná, ne však postačuj́ıćı k
tomu, aby šlo danou posloupnost žonglovat. Jako protipř́ıklad si uvedme posloupnost
54321, která má aritmetický pr̊uměr 3, ale všechny mı́čky dopadnou v stejný čas
(Obrázek 3).

1Permutaćı se tady zjednodušeně mysĺı to, že časy dopad̊u jsou r̊uzné.
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Obrázek 3: Graf posloupnosti 54321, která neńı žonglovaćı posloupnost́ı.
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